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Annotatsiya. Mazkur maqgolada Sobolev fazolari va optimal kvadratur formulalari
nazariyasining asosiy tushunchalari va ularning zamonaviy matematik analizdagi
o ‘rni yoritilgan. Sobolev fazolarining funktsional minimallashtirish va integral
hisoblash masalalarini hal etishdagi ahamiyati tahlil gilingan. Shuningdek, kvadratur
formulalarining umumiy ko ‘rinishi hamda Sobolev fazolarida optimal kvadratur
formulalarini qurish masalalari ko ‘rib chiqilgan. Xorijiy va o‘zbek olimlarining
ushbu yo ‘nalishdagi tadqiqotlari tahlil qilinib, mavzuning yetarlicha o ‘rganilmagan
jihatlari aniglangan. Olingan natijalar sonli analiz, differensial tenglamalar va
matematik modellashtirish masalalarida qo ‘llash uchun muhim ilmiy ahamiyatga ega.

Kalit so‘zlar: Sobolev fazolari, funktsional analiz, kvadratur formulalari, optimal
kvadratura, sonli integrallash.

AHHOTalII/Iﬂ. B cmamve pacemampuearomcsa  OCHOBHble NOJOJNCEHUS meopuu
npocmpancme Cobonesa u ONMUMATbHLIX K8AOPAMYPHLIX (OPMYI, a maxxice ux poib
6 CO6PDEMEHHOM MmamemamuiecKom aHaiausze. Hpoaﬂaﬂusupoeaubl ceolicmea
npocmpaHcme Cobonesa u ux 3HaveHue 6 3a0avax MUHUMUIAYUU @yHKI/!MOHClJZOG u
svluucIeHuss unmezpanos. Paccmompenvt obwuli 6u0 KeaopamypHvlx @QOopmyn u
0COOEeHHOCMU NOCMPOeHUSL ONMUMATIbHBIX K8AOPAMYPHBIX (POPMYI 6 NPOCMPAHCMBAX
Cobonesa. Ilpoeedén ananuz HayuHvlx pabom 3apyOedHCHuIX U Y30eKCKUX VUEHbIX,
6bls6J1€ Hbl HeooCcmamouto uccnredo8anHbvle acnekmsl OQHHOU memamuKu.
Ilonyuennvie pezyromamol mocym Oblmb 3@ HeKmusHO UCNOIL30BAHbL 8 YUCIE HHOM
ananuze, meopuu  OUPOePeHYUaIbHblX  YPAGHEeHUl U MAMEeMaAmMuyecKom
MOOeUpoB8aHUuU.

KnwueBbie caoBa: npocmpancmea Cobonesa, GYHKYUOHATbHBIU — AHAIU3,
Keadpamypuvie Gopmyivl, ONMUMATbHAS KEAOPAMYPA, YUCTIeHHOE UHMe2PUPOBAHIUE.

Abstract. This article discusses the fundamental concepts of Sobolev spaces and
the theory of optimal quadrature formulas, as well as their significance in modern
mathematical analysis. The properties of Sobolev spaces and their role in functional
minimization and integral computation problems are analyzed. The general form of
quadrature formulas and the construction of optimal quadrature formulas in Sobolev
spaces are examined. The studies of foreign and Uzbek scholars in this field are
reviewed, and insufficiently explored aspects of the topic are identified. The obtained
results are of considerable importance for applications in numerical analysis,
differential equations, and mathematical modeling.
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Zamonaviy matematik analiz va amaliy hisoblash matematikasida funktsional
fazolar nazariyasi muhim o‘rin egallaydi. Xususan, Sobolev fazolari differensial
tenglamalar, variatsion masalalar, matematik fizika va sonli analizda keng
qo‘llaniladi. Ushbu fazolar doirasida funktsiyalar va ularning hosilalarini integral
normada baholash imkoniyati mavjud bo‘lib, bu esa turli optimallashtirish va
yaqinlashuv masalalarini hal qilishda nazariy asos bo‘lib xizmat qiladi.

Integral ifodalarni aniq yoki taxminiy hisoblashda kvadratur formulalari muhim
ahamiyatga ega. Aynigsa, Sobolev fazolarida aniglangan funktsiyalar uchun optimal
kvadratur formulalarini qurish masalasi yuqori aniglik va minimal xatolikni
ta’minlash nuqtayi nazaridan dolzarb hisoblanadi. Shu sababli Sobolev fazolari va
optimal kvadratur formulalari nazariyasini kompleks o‘rganish nazariy hamda amaliy
jihatdan muhimdir.

Sobolev fazolari nazariyasi xorijiy olimlar tomonidan chuqur va tizimli ravishda
o‘rganilgan. Ushbu fazolarga asos solgan rus matematigi S. L. Sobolev bo‘lib, u
funktsional fazolar va umumlashgan hosilalar nazariyasini ishlab chiggan [1. B.45].
Uning ishlari keyinchalik variatsion hisoblash va chegaraviy masalalarning
rivojlanishiga asos bo‘ldi.

Funktsional analiz va Sobolev fazolarida minimallashtirish masalalari V. A.
Trenogin, J. Hadamard, V. A. Zorich kabi olimlar tomonidan keng tadqiq etilgan [2.
B.78; 3. B.112]. Ularning ishlarida zaif yaginlashuv, kompaktlik va mavjudlik
teoremalari asoslangan.

Kvadratur formulalari nazariyasi esa S. M. Nikol’skiy, V. I. Krylov va A. Yu.
Shadrin asarlarida mukammal rivojlantirilgan. Ayniqgsa, Sobolev fazolarida optimal
kvadratur formulalarini qurish masalalari Nikol’skiy maktabi doirasida chuqur
o‘rganilgan [4. B.203].

O‘zbek olimlari tomonidan ham sonli analiz va funktsional fazolar bo‘yicha
muayyan tadqiqotlar olib borilgan. Jumladan, integral hisoblashning sonli usullari,
yaqinlashuv nazariyasi va differensial tenglamalar bilan bog‘liq masalalar respublika
olimlarining ilmiy ishlarida yoritilgan [5. B.56]. Biroq Sobolev fazolarida optimal
kvadratur formulalarini kompleks o‘rganishga bag‘ishlangan ishlar yetarli emasligi
mazkur tadqiqot yo‘nalishining istigbolli ekanligini ko ‘rsatadi.

1. Sobolev fazolari haqgida umumiy ma’lumot

Sobolev fazolari birinchi marta S.L. Sobolev tomonidan kiritilgan bo‘lib, ular
integrallanuvchi funktsiyalar va ularning umumlashgan hosilalarini oz ichiga oladi.
Agar QcR" ochiq soha bo‘lsa,u holda W MP(Q)

Sobolev fazosi quyidagicha aniglanadi:
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WP () = {u € LP(Q) : D"u € LP(Q), o] < m}

Bu yerda D*u — umumlashgan hosila, m — tartib, p>1p — normaning darajasi
hisoblanadi. Eng ko‘p qo‘llaniladigan holat p=2p bo‘lib, bu fazolar Gilbert fazosi
xossalariga ega va H™(Q) bilan belgilanadi [1. B.45].

Sobolev fazolari differensial tenglamalarning yechimlarini mavjudligi va
yagonaligini asoslashda, shuningdek chegaraviy masalalarda keng qo‘llaniladi [6.
B.112].

2. Sobolev fazolarida funktsional minimallashtirish

Sobolev fazolarida ko‘plab masalalar funktsionalni minimallashtirish ko‘rinishida
ifodalanadi. Umumiy holda, quyidagi funktsional garaladi:

.](u)_"/S;F(.’II,U(IL‘),VU((E))d.’E

Bu kabi funktsionalni minimallashtirish variatsion hisoblashning asosiy
masalalaridan biri bo‘lib, uning yechimlari Eyler—Lagrange tenglamalari orgali
aniglanadi [3. B.76].

Sobolev fazolarining muhim xususiyati shundaki, ular minimallashtirish masalalari
uchun qulay topologik va geometrik tuzilishga ega. Aynigsa, zaif yaqginlashuv
tushunchasi optimal yechimlaming mavjudligini isbotlashda asosiy rol o‘ynaydi [2.
B.59].

3. Kvadratur formulalarining umumiy ko‘rinishi

Kvadratur formulalari integralni taxminiy hisoblash uchun qo‘llaniladigan
algebraik ifodalar bo‘lib, umumiy ko ‘rinishi quyidagicha yoziladi:

b Tt
/me~Zmﬂm
& k=1

Bu yerda xk — tugunlar, Ax — og‘irlik koeffitsiyentlari hisoblanadi. Klassik
kvadratur formulalariga Nyuton—Kotes, Gauss, Chebishev formulalari Kiradi [5.
B.134].

Kvadratur formulalarining aniqgligi funktsiyaning silligligi va tanlangan tugunlar
bilan chambarchas bog‘liq. Shu nuqtai nazardan, Sobolev fazolarida aniglangan
funktsiyalar uchun maxsus kvadratur formulalarini qurish zarurati vujudga keladi.

4. Optimal kvadratur formulalari

Optimal kvadratur formulalari — bu ma’lum funktsional fazoda xatolik normasini
minimallashtiruvchi kvadratur formulalaridir. Sobolev fazosida optimal kvadratur
formulasi quyidagi xatolik funktsionalini minimallashtirish orgali aniglanadi:

b n
R() = |[ $@)dz =Y Aus(a)
v a k 1
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Bu yerda maksimum xatolik Sobolev normasi orgali baholanadi [4. B.203].

S.L. Sobolev va uning izdoshlari tomonidan ishlab chigilgan usullar optimal
og‘irliklar va tugunlarni aniqlash imkonini beradi. Ushbu formulalar sonli
integrallashda yuqori aniglikni ta’minlab, amaliy masalalarda keng qo‘llaniladi [8.
B.88].

O‘tkazilgan nazariy tahlillar shuni ko‘rsatadiki, Sobolev fazolari integral hisoblash
masalalarini optimallashtirish uchun eng qulay va samarali matematik muhitlardan
biri hisoblanadi. Ushbu fazolarning asosiy afzalligi shundaki, ularda funktsiyalarning
nafaqat o‘zlari, balki ularning umumlashgan hosilalari ham integral normada nazorat
gilinadi. Bu esa kvadratur formulalarini qurishda xatolikni qat’iy va aniq baholash
imkonini beradi.

Tadqiqot natijalariga ko‘ra, Sobolev fazolarida aniglangan funktsiyalar uchun
qurilgan optimal kvadratur formulalari klassik kvadratur formulalariga nisbatan yuqori
aniqlikni ta’minlaydi. Ayniqsa, tugunlar va og‘irlik koeffitsiyentlarining optimal
tanlanishi integralni yaqinlashtirishdagi maksimal xatolikni minimallashtirishga olib
keladi. Natijada, hisoblash jarayonining barqgarorligi va ishonchliligi sezilarli darajada
oshadi.

Shuningdek, optimal kvadratur formulalarining nazariy asoslari sonli analizda keng
go‘llaniladigan chegaraviy masalalar va differensial tenglamalarni yechishda muhim
ahamiyat kasb etadi. Olingan natijalar matematik modellashtirish jarayonlarida,
xususan, fizika, mexanika va texnika sohalaridagi hisoblash masalalarida yugori
samaradorlikni ta’minlashga xizmat qiladi. Bu esa Sobolev fazolari va optimal
kvadratur formulalarining nafagat nazariy, balki amaliy ahamiyatga ham ega
ekanligini ko‘rsatadi.

Xulosa qilib aytganda, Sobolev fazolari va optimal kvadratur formulalari
nazariyasi zamonaviy matematik analiz va hisoblash matematikasining muhim va
istigbolli  yo‘nalishlaridan  biri  hisoblanadi. Sobolev  fazolari  funktsional
minimallashtirish, integral va differensial masalalami qat’ity matematik asosda tahlil
gilish imkonini beradi hamda funktsiyalarning silliglik xossalarini aniq ifodalashga
xizmat qgiladi.

Optimal kvadratur formulalari esa integral hisoblash jarayonida yuzaga keladigan
xatoliklarni minimallashtirish orqali hisoblash anigligini sezilarli darajada oshiradi.
Bu formulalar yordamida murakkab integral ifodalarni kamroqg hisoblash resurslari
bilan yuqori aniglikda hisoblash imkoniyati yaratiladi. Natijada, sonli usullami
takomillashtirish, yangi algoritmlar ishlab chigish va ularni amaliy masalalarga tatbiq
etish uchun mustahkam ilmiy asos vujudga keladi.

Mazkur nazariya kelgusida sonli analiz, differensial tenglamalar va matematik
modellashtirish sohalarida olib boriladigan ilmiy tadgiqotlar uchun muhim
metodologik asos bo‘lib xizmat qilishi, shuningdek, yangi optimal hisoblash usullarini
ishlab chiqishda keng qo‘llanishi kutiladi.
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