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Annotatsiya: Mazkur magolada parvoz trayektoriyasini aniglashda sonli integratsiya
usullarining ahamiyati tahlil gilinadi. Harakat tenglamalarining analitik yechimi mavjud
bo ‘lmagan hollarda sonli yondashuvlardan foydalanish zarurati yuzaga keladi. Aynigsa,
parvoz trayektoriyasining hisob-kitoblarida vaqt bo ‘yicha bog'liq bo‘lgan tezlik va
koordinatalarni aniglash uchun sonli integratsiya metodlari, xususan, Eyler usuli, Runge-
Kutta usullari keng qo ‘llaniladi. Ushbu maqolada ushbu usullar nazariy jihatdan bayon
qilinib, ularning trayektoriya hisoblashdagi samaradorligi va qo ‘llanish imkoniyatlari
yoritilgan. Sonli usullarning bargarorligi, anigligi va amaliyotdagi ahamiyati muhokama
gilinadi.

Kalit so‘zlar: Sonli integratsiya, parvoz trayektoriyasi, Eyler usuli, Runge-Kutta usuli,
harakat tenglamalari, sonli usullar, trayektoriya modellashtirish, hisoblash fizikasi.

Abstract: This article analyzes the importance of numerical integration methods in
determining the flight trajectory. In cases where the analytical solution of motion equations
is not available, the necessity of numerical approaches arises. In particular, numerical
integration methods such as the Euler method and Runge-Kutta methods are widely used to
calculate velocity and coordinates that depend on time in flight trajectory computations.
This paper presents a theoretical overview of these methods and highlights their
effectiveness and applicability in trajectory calculations. The stability, accuracy, and
practical significance of numerical methods are also discussed.

Keywords: Numerical integration, flight trajectory, Euler method, Runge-Kutta method,
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AHHOTaHI/lHZ B oannou cmamove aHaIu3upyemcs 3HAYEeHUe YUCIIEHHbIX Memoooe
UHMe2pUpPOBanusi Npu  onpedeleHuu  mpaekmopuu noaréma. B cnyuasx, koeoa
anajiumuuyeckKkoe peutenue prIGHeHuL? 08udICeH U omcymcemeyem, 603HUKaem
HeobXx00UMOCmMb  UCNONb306AHUS  YUCTEHHBIX NO0X0008. B yacnirHocmu, onsl pacué’ma
CKopocmu u KoopduHam, 3asuciamux om ,_f;peMeHu, WUPOKO NPUMEHAIONMCA HYUC/IEHHblE
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Memoobl UHmMezpUposanus, maxue Kax memoo OJinepa u memoovi Pynee-Kymmul. B
cmamve 0aémcs meopemuieckoe 000CHOBAHUE IMUX MeMOO08, d MAKICe 0CELUWAIOMCS UX
appexmusHocmov U NPUMEHUMOCMb  Npu  Molderuposanuu  mpaekmopuu. Takoce
PACCMampugaromcs yCmouyugocmy, Mo4HOCMb U NPAKMUYECKAs 3HAYUMOCMb YUCTIeHHBIX
Memooos.

KiaroueBbie cioBa: Yucnewnoe unmezpuposanue, mpaekmopus noiéma, memoo
Diinepa, memoo  Pyuwee-Kymmul,  ypasuwenus  O8udceHusi,  4UCieHHvle  Memoobl,
MOOeNUpOoBarUue mpaeKmopuu, 8blUCIUMENbHASL PUSUKA.

Parvoz trayektoriyasini aniqlash harbiy, aviatsiya va kosmik tadgigotlarda muhim
ahamiyatga ega bo‘lgan muammo hisoblanadi. Harakat giluvchi jismlarning trayektoriyasini
anig hisoblash uchun ularning harakat tenglamalarini yechish zarur. Bu tenglamalar
ko‘pincha differensial tenglamalar ko‘rinishida bo‘lib, ularni analitik usullar bilan yechish
barcha holatlarda mumkin emas. Aynigsa, murakkab kuchlar ta’sirida harakatlanayotgan
jismlarning trayektoriyasini oldindan aniqlash qiyin bo‘ladi. Shu sababli, sonli usullar
yordamida trayektoriyani hisoblash zamonaviy hisoblash texnologiyalari yordamida keng
qo‘llaniladi.

Sonli integratsiya usullari differensial tenglamalarni taxminiy yechimlar orgali hisoblash
imkonini beradi. Bu usullar orqali vaqt bo‘yicha harakatning o‘zgarishini gadam-bagadam
kuzatish mumkin bo‘ladi. Eng sodda sonli integratsiya usullaridan biri Eyler usuli bo‘lib, u
harakat tenglamalarini yechishda dastlabki nugtadan boshlab kichik gadamlar bilan
natijalarni hisoblaydi. Biroq, Euler usuli ba’zan aniqligi past va barqarorligi kam bo‘lishi
mumkin. Shuning uchun, ko‘proq aniqlik va barqarorlik talab qiladigan hollarda Runge-
Kutta usullari keng qo‘llaniladi. Aynigsa, to‘rtinchi darajali Runge-Kutta usuli hisoblashda
juda samarali va aniq natijalar beradi.

Parvoz trayektoriyasini modellashtirishda sonli integratsiya usullarining qo‘llanilishi
fizik qonunlar va aerodinamik ta’sirlarni hisobga olib, real sharoitda harakatni hisoblash
imkonini beradi. Bu usullar yordamida tezlik, joylashuv koordinatalari, tezlanish va boshqga
parametrlarning vaqt bo‘yicha o‘zgarishi aniqlanadi. Natijada, samolyot yoki raketaning
harakat trayektoriyasi aniq prognoz qilinadi va bu ma’lumotlar rejalashtirish, boshqarish va
xavfsizlikni ta’minlash uchun asos bo‘ladi.

Mazkur magolada parvoz trayektoriyasini aniglashda sonli integratsiya usullarining
nazariy asoslari, asosiy metodlari hamda ularning amaliy qo‘llanilishi haqida to‘liq
ma’lumot beriladi. Shuningdek, sonli usullarning barqarorligi, aniqligi va qo‘llanilish
sohalari tahlil gilinadi. Magolaning maqgsadi — sonli integratsiya usullarining parvoz
trayektoriyasini hisoblashdagi o‘rni va ahargj__yatini yoritishdir.
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Parvoz trayektoriyasining matematik modeli

Parvoz trayektoriyasini aniglash uchun jismning harakati fizik qonunlar, Xxususan
Nyutonning harakat gonunlari asosida tavsiflanadi. Eng sodda holatda, havo garshiligi va
boshqa tashqi kuchlar e’tiborga olinmagan parvoz modellashtiriladi. Bunday holatda,
jismlarning harakat trayektoriyasi klassik mexanika formulalari orgali ifodalanadi. Agar
jism boshlang‘ich tezlik bilan vo harakat qilsa va yo‘nalishi 8 burchak ostida bo‘lsa, uning
vaqtga bog‘liq koordinatalari quyidagi ko‘rinishda ifodalanadi:

X(t) = v,+cos(8)st

y(t) = v,esin(@)st —% gt?

Bu yerda
X(t), y(t) — harakat qiluvchi jismning vaqtga bog‘liq kordinatalari,

v, — boshlang‘ich tezlik,

60— parvoz burchagi,
g =9.8m/s* — yer yuzidagi erkin tushish tezlanishi.

Ammo real sharoitda havo qarshiligi, shamol ta’siri va boshqa tashqi omillar mavjud
bo‘lib, ular parvoz trayektoriyasiga sezilarli ta’sir ko‘rsatadi. Havo qarshiligi jismlarning
tezligini  kamaytiradi, parvoz masofasini qisqartiradi va trayektoriyaning shaklini
o‘zgartiradi. Bu omillarni hisobga olish uchun oddiy formulalar o‘rniga differensial
tenglamalar tizimi qo‘llaniladi. Ammo real hayotda havo garshiligi muhim omil bo'ladi.
Havo qarshiligi jismning bosgichga garab ortadi va uni sekinlashtirish. Ko'pincha u
kvadratik garshilik sifatida modellashtiriladi:

F, =—k-v?

Bu yerda:

F, — havo qgarshilik kuchi,
k — qarshilik koeffitsienti (muhitga bog'lig),
v— jismning bosgich.

Havo qarshiligi kuchi ko‘pincha tezlikning kvadratiga proportsional bo‘lib, qarshilik

koeffitsienti k yordamida ifodalanadi. Jismning tezlik komponentlari v, va v, uchun

quyidagi differensial tenglamalar tizimi tuziladi:
dv,
dt

= —k oVoVX
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v, =—0g—kevev
a0 y
ax_ dy_,
dat “dt ?
Bu yerda:

V., V,— harakatning tegishli yo*nalishlardagi tezlik kompotentlari,

v=Jv,” +Vv. — jismning umumiy tezligi,

k — havo garshiligi koeffitsiyenti.

Bu differensial tenglamalar tizimi analitik tarzda yechilishi juda murakkab yoki
imkonsiz bo‘lishi mumkin. Shuning uchun ushbu tenglamalar sonli usullar yordamida, ya’ni
kompyuter orgali taxminiy yechimlar topiladi.

Sonli integratsiya usullari

Differensial tenglamalar tizimini yechish uchun ko‘plab sonli usullar mavjud bo‘lib,
ularning eng ko‘p ishlatiladiganlari Eyler usuli va Runge-Kutta usullari hisoblanadi.

Eyler usuli

Eyler usuli eng sodda sonli yechim usuli bo‘lib, differensial tenglamani kichik vaqt
gqadamlariga bo‘lib, har bir qadamda natijani hisoblaydi. Agar y(t) funksiyaning giymati

bo‘lsa, va uning hosilasi y'(t) = f(t,y) bo‘lsa, Euler usuli quyidagi formulaga asoslanadi:

Yo = Yo +Ne T (T Y,)

Bu yerda:

h— vaqt gadamining o‘lchami,
y,— t,vaqt nugtasidagi yechim.

Eyler usuli hisoblashda juda sodda va tez bajariladi, ammo anigligi past va uzoq vaqt
intervalida yig‘ilgan xatoliklar ko‘p bo‘lishi mumkin. Shu sababli murakkab tizimlarda va
yugori aniglik talab gilinganda u yetarli emas.

Runge-Kutta usuli (to‘rtinchi tartibli)

Runge-Kutta usullari Eyler usulining anigligini oshirish uchun takomillashtirilgan
algoritmlar to‘plamidir. Eng mashhuri to‘rtinchi tartibli Runge-Kutta usulidir, u quyidagi
formulalar asosida ishlaydi:

k="1(.,y,)

h h
k,=f( +=,y, +=Kk
2 (n 2 yn 2 1)
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h h
k,=f(t +—, —k
3 (n+2 yn+2 2)

k,=f(t, +h,y, +hk;)
Natija:
Ynia = Yn +%(k1 + 2k2 + st + k4)

Runge-Kutta usuli yugori aniglikka ega, xatoliklar nisbatan kichik bo‘ladi va murakkab
fizik tizimlarni hisoblashda keng qo‘llaniladi.

3. Amaliy qo‘llanilishi: parvoz trayektoriyasini hisoblash misoli

Parvoz trayektoriyasini sonli integratsiya yordamida modellashtirish uchun dasturlash
tillarida (masalan, Python) Runge-Kutta usuli asosida hisoblash algoritmi tuziladi.
Boshlang‘ich shartlar sifatida boshlang‘ich tezlik, burchak va havo qarshiligi koeffitsienti
olinadi:

Boshlang‘ich tezlik: v, =50m/s

Parvoz burchagi : =45
Havo qarshilik koeffitsienti: k =0.01

Dastlab, tezlikning va yo‘nalishidagi komponentlari hisoblanadi:
V,, = V,+C0s(6)

Vo = V,esin(6)

Har bir vaqt gadamida Runge-Kutta usuli orgali yangi giymatlar — koordinatalar va
tezlik komponentlari hisoblanadi. Hisoblash jarayoni jism y=0 holatiga (yerga urilish)

yetguncha davom ettiriladi.

Natijada, parvoz trayektoriyasining grafik ko‘rinishi olinadi. Havo qarshiligi ta’siri
bo‘lsa, trayektoriya parabolik shakldan farq qiladi, maksimal balandlik va parvoz masofasi
kamayadi.

Sonli integratsiya usullarida quyidagi xatoliklar yuzaga keladi:

Diskretlashtirish xatoligi — vaqt gadamining h Kkattaligi natijasida yuzaga keladi.

Qadam kichik bo‘lsa, xatolik kamayadi, ammo hisoblashlar ko‘p vaqt oladi.

Yig‘ilish xatoligi — har bir qadamda yuzaga kelgan xatoliklar yig‘ilib, umumiy natijaga
ta’sir qiladi.

Model xatoligi — fizik sharoitlarning soddalashtirilishi (masalan, shamol, havo zichligi
o‘zgarishi) haqiqiy natijadan farq qilishi mumkin.

Runge-Kutta usullari Euler usuliga nishbatan yuqori aniqlik va bargarorlikka ega, lekin
hisoblash resurslarini ko‘proq talab qiladi. 7=
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Parvoz trayektoriyasini modellashtirish — fizika va matematik analiz sohalarining
qo‘llanilishi bo‘lib, amaliyotda muhim ahamiyatga ega. U ballistik harakatni tushunish,
raketa yoki snaryad yo‘nalishini aniqlash, aerodinamika va sportda (masalan, to‘pning
harakatini aniqlash) keng qo‘llaniladi. Matematik model harakatni differensial tenglamalar
orgali aniq tavsiflaydi. Biroq real hayotdagi fizik kuchlar va sharoitlar (havo garshiligi,
shamol, tortishish o‘zgarishi) modellarni murakkablashtiradi. Shu sababli, bunday tizimlarni
tahlil qilishda sonli integratsiya usullarining ahamiyati katta bo‘ladi.

Runge-Kutta kabi ilg‘or usullar bizga yuqori aniglik bilan trayektoriyani hisoblash
imkonini beradi. Kompyuter vositalarining jadal rivojlanishi ushbu hisob-kitoblarni real
vaqgtda yoki yuqori aniglikda bajarish imkonini yaratdi. Yakun qilib aytganda, trayektoriya
modellashtirish va uni sonli yechish usullari nafagat nazariy bilimlar asosini tashkil etadi,
balki texnika, aeronavtika, robototexnika, dron boshgaruvi va harbiy sohalarda ham keng
qo‘llaniladi. Bu mavzu orqali talabalar matematik model, algoritmik yondashuv va sonli
hisoblashlar o‘rtasidagi bog‘liqlikni amalda o‘rganadilar.
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