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Annotatsiya. Ushbu magqolada dinamik jarayonlarni differensial tenglamalar tizimi
yvordamida modellashtirishning nazariy imkoniyatlari ko rib chigiladi. Tadgiqgot doirasida til
o rganuvchilar kontingenti dinamikasini ifodalovchi soddalashtirilgan matematik model qurilib,
uning ma’lum parametrlar sharoitidagi xulg-atvori tahlil gilingan. Lyapunovning bargarorlik
nazariyasi va Python muhitida o ‘tkazilgan sonli simulyatsiyalar yordamida tizimning
muvozanat holatiga intilish ehtimoli o ‘rganildi. Maqolada keltirilgan xulosalar tanlangan
chekli shartlar doirasida olingan bo ‘lib, ijtimoiy jarayonlarni tahlil gilishda yordamchi uslubiy
vosita sifatida qaralishi mumkin.

Kalit so‘zlar: differensial tenglamalar tizimi, matematik modellashtirish, barqarorlik tahlili,
statsionar nuqta, til o ‘rganish dinamikasi, sonli simulyatsiya.

AHHOTAUMA. B OauHOlU cmamve paccmMampuearomcs meopemudecKue 03MONCHOCMU
MOOenUpo8anusi OUHAMUYECKUX NPOYecco8 ¢ NoMowwio cucmem ougppepenyuanvHbvix
ypasHuenuil. B pamkxax uccieoosanusi pazpabomana ynpowjeHHas Mamemamuieckas Mooelb,
ONUCHIBAIOWASL OUHAMUKY KOHMUHSEHMA U3YYAIOWUX SA3bIK, U NPOAHATUZUPOBAHO €€ no8edeHue
npu  onpeoeieHHvIX napamempax. Beposmuocmv cmpemnenus cucmemvl K COCHMOAHUIO
PABHOBECUsL UCCIE008AHA C UCHONIL30SAHUEM Meopuu ycmouuusocmu JIAnyHosa u 4ucienHulx
cumynayuil, npogedennvix 8 cpede Python. Bvigoowvl, npedcmasieHnvle 8 cmamve, NOJAYUEHbL 8
PAMKAX — BbIOPAHHLIX — OCPAHUYEHHLIX — VCIOGUU U MO2YM — PACCMAMPUBAMbCS  KAK
8CNOMO2AMENbHBIN MEMOOO0N0SULECKULL UHCMPYMeHm Ol GHANU3A COYUATILHBIX NPOYECCO8.

KiarwueBble caoBa: cucmema OupgepeHyuanvHuvlx  YpasHeHuil, mamemamuiecKoe
MoOenuposanue, anaius yCmouyueocmu, CmayuoHapHas moykd, OUHAMUKA U3VHYeHUs SA3bIKd,
YuUCIeHHOe MOOeTUPOBaAHUe.

Abstract. This article examines the theoretical possibilities of modeling dynamic processes
using systems of differential equations. Within the framework of the study, a simplified
mathematical model representing the dynamics of language learners is developed, and its
behavior under specific parameters is analyzed. The probability of the system tending toward an
equilibrium state is investigated using Lyapunov stability theory and numerical simulations
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conducted in the Python environment. The conclusions presented in the article are obtained
within the selected finite conditions and can be considered as an auxiliary methodological tool
for analyzing social processes.

Keywords: system of differential equations, mathematical modeling, stability analysis,
stationary point, language learning dynamics, numerical simulation.

Insoniyatni doimo bir savol qiziqtirib kelgan: “Jarayon vaqt o‘tishi bilan ganday o‘zgaradi?”
Fizikadagi harakat, kimyoviy reaksiyalar tezligi, iqtisodiy o‘sish yoki epidemiya tarqalishi —
bularning barchasi dinamik xarakterga ega.

Differensial tenglamalar aynan mana shu “o‘zgarish”ni o‘rganish uchun xizmat qiladi. Agar
oddiy algebraik tenglamalar bizga biror nuqtadagi holatni ko‘rsatsa, differensial tenglamalar
funksiyaning hosilasi orqali uning kelajakdagi yo‘nalishini bashorat qiladi.

Zamonaviy ilm-fanda differensial tenglamalar apparati universal xarakterga ega bo‘lib, u turli
tabiatli dinamik jarayonlarni matematik tilda ifodalashning asosiy vositasi hisoblanadi. Xususan,
mexanikada Nyuton qonunlari asosida sayyoralarning harakati va raketa trayektoriyalari kabi
murakkab kinetik jarayonlar hisoblansa, biologiyada ushbu usul populyatsiyalar ko‘payishi,
ozuqga zanjiridagi yirtqich-o‘lja munosabatlari va ekotizim bargarorligini tahlil qilish imkonini
beradi.

Shu bilan birga, igtisodiyotda inflyatsiya darajasi, kapital oqimi va bozor muvozanatining
vaqt o‘tishi bilan shakllanishi differensial modellar yordamida prognoz qilinsa, sotsiologiyada
axborotning jamiyatda tarqalishi, saylovoldi jarayonlari va til o‘rganuvchilar kontingenti
dinamikasi kabi ijtimoiy hodisalar ushbu tenglamalar tizimi orqali aniq miqdoriy
ko‘rsatkichlarda ifodalanadi. Bunday fanlararo (interdissiplinar) yondashuv har qanday dinamik
tizimning ichki qonuniyatlarini tushunish va uning kelajakdagi holatini ilmiy asoslangan holda
bashorat qilish imkonini beradi.

Ko‘pincha murakkab real jarayonlarni yagona differensial tenglama bilan tavsiflash imkonsiz
bo‘lib, bunda hodisalarning o‘zaro bog‘ligligi (interdependency) sababli differensial tenglamalar
tizimiga murojaat qilish zarurati tug‘iladi. Bunday tizimli yondashuv, xususan, o‘zaro
ta’sirlashuvchi ob’ektlar (masalan, yirtqich-o‘lja munosabatlarida yirtqichlar populyatsiyasi
o‘zgarishining o‘lja soniga, o‘lja sonining esa yirtqichlar o‘sish sur’atiga teskari ta’sir
ko‘rsatishi), bosqichma-bosqich kechadigan zanjir reaktsiyalari (sog‘lom, kasal va tuzalganlar
guruhi o‘rtasidagi epidemiologik o‘tishlar kabi har bir bosqichning umumiy dinamikaga
bog‘ligligi) hamda jarayon natijasi uning boshlang‘ich sababiga qayta ta’sir o‘tkazadigan teskari
aloga mexanizmlari mavjud bo‘lganda qo‘llaniladi. Natijada, bir-biriga ta’sir etuvchi
o‘zgaruvchilar yagona matematik tizimni tashkil etib, jarayonning ichki rivojlanish
mexanizmini to‘liqgroq ochib beradi.

Differensial tenglamalar tizimi orqali har qanday hayotiy jarayonni eng sodda chiziqli model
ko‘rinishida ifodalash shunchaki nazariy soddalashtirish emas, balki murakkab dinamik
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hodisalarni ilmiy asoslangan holda tushunish va boshqarish uchun zarur bo‘lgan fundamental
asbobdir. Bunday yondashuv tadqiqotchiga uchta strategik ustunlikni taqdim etadi:

Birinchidan, tizimning barqarorlik tahlili. Har qanday dinamik jarayon vaqt o‘tishi bilan
qaysidir muvozanat holatiga intiladi yoki undan uzoqlashadi. Chiziqli tizimlar nazariyasi,
xususan, Lyapunovning barqarorlik mezonlari yordamida tizimning "hayotiy chegarasini"
aniqlash mumkin. Bu esa jarayonning o‘z-o‘zidan tiklanish (stabilizatsiya) qobiliyatiga egami
yoki tashqi aralashuvsiz inqirozga (dissipatsiya) yuz tutadimi, buni matematik hisob-kitob orqali
oldindan bashorat qilish imkonini beradi.

Ikkinchidan, modelning bashorat qilish kuchi. Chiziqli differensial tenglamalar tizimining
eng muhim ustunligi — uning aniq analitik yechimga ega ekanligidir. Bu xususiyat vaqtning
ixtiyoriy lahzasida tizim holatini (masalan, populyatsiya soni yoki resurs miqdorini) aniq
formula orqali hisoblash imkonini beradi. Natijada, jarayonning kelajakdagi xulqg-atvorini
fazaviy traektoriyalar yordamida vizuallashtirish orqali "burilish nuqtalari" qachon yuz berishini
ilmiy aniqlikda ko‘rish mumkin bo‘ladi.

Uchinchidan, boshqaruv parametrlarini identifikatsiya qilish. Modellashtirish jarayonida
aniqlangan koeffitsientlar tizimga ta’sir etuvchi eng muhim "dastaklar" hisoblanadi. Chiziqli
tizim tahlili orqgali gaysi parametr (masalan, o‘sish tezligi yoki kamayish koeffitsienti) jarayon
barqarorligiga ko‘proq hissa qo‘shayotganini aniqlash mumkin. Bu esa tasodifiy qarorlar qabul
qilish o‘rniga, jarayonni matematik asoslangan strategiyalar orqali samarali boshqarish uchun
poydevor yaratadi.

Yuqorida bayon etilgan chiziqgli tizimlar nazariyasini real ijtimoiy jarayonga tatbiq etish
magsadida, til o‘rganish bozoridagi ikki asosiy guruh o‘rtasidagi dinamikani ko‘rib chigamiz.
Ushbu modelda nazariyada keltirilgan barqarorlik, bashorat va boshgaruv tamoyillari quyidagi
o‘zgaruvchilar orqali ifodalanadi.

Ushbu ishning magsadi — til o‘ganayotganlar soni x(t) va til o‘ganishga qiziqayotganlar soni
y(t) o‘rtasidagi munosabatni differensial tenglamalar tizimi orgali modellashtirish va natijalarni
tahlil qilishdan iborat.

Asosiy qism. Modelda quyidagi o‘zgaruvchi va parametrlardan foydalaniladi:

* x(t) — vaqtning t lahzasida til o‘ganayotganlar soni;

* y(t) — vaqtning t lahzasida til o‘ganishga qiziqayotganlar soni;

* o — qiziquvchilardan o‘rganuvchilarga o’tish tezligi (konversiya koeffitsienti);

* [ — til o‘ganuvchilarning bir qismi jarayondan chiqqanda kamayishi uchun ishlatiladigan
koeffitsient;

* 0 — qiziquvchilar guruhining tabiiy kamayish koeffitsienti.

Yugqoridagi o‘zgaruvchilar asosida quyidagi differensial tenglamalar tizimi tuzildi.
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dx
r- W — Bx
dy
CA— -8
7c = PX y
Bu yerda birinchi tenglama & ay — [Px — til o‘ganayotganlar sonining o‘zgarish

dt
tezligini ifodalaydi. Qiziquvchilar sonining o koeffitsienti bilan ko‘paytmasiga teng bo‘lib,

o‘ganuvchilardan B tezligida chiqish oqimi ham kuzatiladi.

Ikkinchi tenglama % = Bx — Oy — qiziquvchilar sonining dinamikasini ifodalaydi.
O‘ganuvchilar guruhidan [ tezligida qiziquvchilar soni to‘ldiriladi, lekin & tezligida
(reklamaning ta’siri pasayganda yoki sertifikat maqsadiga erishilganda) ushbu guruh kamayadi.

Tuzilgan model orqali quyidagi ijtimoiy jarayonlarni kuzatish mumkin.

y — x bog ‘liglik. Qiziquvchilar qancha ko‘p bo‘sa, shuncha ko‘p odam o‘ganishni boshlaydi,
ya’ni x ortadi. Bu holat ta’lim muassasalari uchun muhim. Qiziqish katta bo‘lsa, yangi
o‘ganuvchilar oqimi ko‘payadi.

x — y bog‘liglik. Til o‘ganuvchilar ko‘paygan sari til keng tarqaladi, reklamalar, sertifikat
imkoniyatlari va muvaffaqiyat namunalari atrofidagi qiziqish (y) ham o°sib boradi.

Shunday qilib, tizim o‘zaro bog‘liq. Qiziquvchilar — o‘ganuvchilar — kengaygan muhit —

yangi qiziquvchilar. Bu dinamik muvozanat tizimning sosiy xususiyatidir.
C : . d d D
Tizimning statsionar (muvozanat) holati d—f= 0 va d—f = 0 shartlarini bir vaqtda qo‘llashdan
topiladi.

ay —Px=0 = y=--x

R I™

Px—0y=0 = x=-"-

™

Bu tenglamalardan ko‘rinib turibdiki, tizim trivial bo‘magan muvozanat holatiga ega bo‘ishi
uchun ad = ? sharti bajarilishi lozim. Bu holat o‘ganuvchilar va qiziquvchilar o‘rtasidagi nisbat
barqarorlashganini bildiradi.

Parametrlar nisbatiga ko‘ra tizimning xulq-atvori farqlanadi. Agar a > o bo‘sa, o‘ganuvchilar
soni vaqt o‘tishi bilan o‘sib boradi; agar a < 6 bo‘sa, tizim muvozanat holatiga intiladi yoki
kamayish tendentsiyasi kuzatiladi.

Modelning amaliy ko‘rinishida parametrlarni aniqlash uchun real statistik ma’lumotlardan
foydalanish zarur.

» o — til kurslari reklamasi, ijtimoiy tarmoqlardagi faollik va til muhitiga garab o‘zgaradi;

* [ — o‘ganuvchilarning o‘ganishdan to‘xtalib qolishi yoki boshqa tilni tanlash ehtimolini
ifodalaydi;

* O — qiziquvchilar guruhining tabiiy kamayishi, masalan sertifikat olgach yoki maqgsadga
erishgach bilan bog‘liq.
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Qurilgan matematik model to'g'ri ishlashini isbotlash uchun uch bosqichli tekshirish amalga
oshirildi.

1. Tenglamalarning matematik to'g'riligi — statsionar nuqta va xarakteristik tenglamani tahlil
qilish;

2. Barqarorlik mezonlarini qo'llash — Lyapunov nazariyasi asosida;

3. Sonli simulyatsiya — boshlang'ich shartlar bilan differensial tenglamalar tizimini raqamli
yechib, natijalarni grafik ko'rinishida tekshirish.

dx

dy .. . . .
e 0 va i 0 Tizimning statsionar nuqtasi

Muvozanat holatida o'zgarish yo'q, ya'ni
ay —pPx=0 = y=§-x

Bx—dy=0 = x=%-y

shartlardan topiladi. Bu ikki tenglamani birga yechganda, agar ad # f% tizimning yagona
statsionar nuqtasi E* = (0, 0) bo'ladi. Bu holat modelning amaliy talqginida, vaqt o'tishi bilan
barcha qiziquvchilar (y) va o'rganuvchilar (x) soni nolga intiladi, ya'ni tizim muvozanat holatiga
keladi.
—B

Tizimning statsionar nuqta (0,0) atrofidagi holatini o'rganish uchun A= ( B * ) matritsa

)
tuziladi. Bu yerda a = 0.2 (konversiya), f = 0.3 (chiqish), 6 = 0.4 (kamayish). Matritsaning izi
va determinanti:
tr(A)=—p—-6=-03-04=-0.7<0 vV
det(A) =B — a-f=(0.3)(0.4) — (0.2)(0.3) = 0.12 - 0.06 = 0.06 > 0 vV
1-Jadval . Barqarorlik mezonlari (Lyapunov linearizatsiya nazariyasi)

1z tr(A) <0 —0.7<0 vV
Determinant det(A) >0 0.06>0 V
Diskriminant tr’*— 4det > 0 0.49-0.24=0.25>0

v

Xarakteristik giymat Re(A) <0 M=-0.10<0 Vv

Xarakteristik qiymat A, Re(A) <0 h=-060<0 v

Barqarorlik turi Barqaror tugun Barqaror tugun v/

Barqarorlikni analitik isbotlash uchun xarakteristik tenglama tuziladi
(dettA—=AD)=0): 2+ (B +L+(Pd—af)=0
AM+(03+04)r+(0.3:04-0.2:03)=0
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A+ 070+ 0.06=0
Kvadrat tenglama formulasi orqali yechiladi:

N =—0.7 + 0.5 --010
s =—O.72— 0.5 — 060

Ikkala xarakteristik qiymat ham manfiy haqiqiy son (A = —0.10, A= = —0.60). Bu tizimning
statsionar nuqtasi (0,0) ga nisbatan barqaror tugun ekanligini anglatadi. Ya'ni, ixtiyoriy

boshlang'ich shartdan boshlanuvchi har ganday yechim t — oo da statsionar nuqtaga
yaqinlashadi.

Model to'g'riligini eksperimental tekshirish magsadida Python yordamida sonli yechim olindi.
Quyidagi boshlang'ich shartlar va parametrlar qo'llandi.
2-Jadval. Simulyatsiya parametrlari va boshlang'ich shartlar

Parametr Qiymati Birlik ‘ Izoh
o} 0.2 1/oy Konversiya tezligi
B 0.3 l/oy Chiqish tezligi
) 0.4 1/oy Qiziquvchilar
kamayishi
Xo 100 kishi Boshlang'ich
o'rganuvchilar
Yo 300 kishi Boshlang'ich
qiziquvchilar
T 0-60 oy Simulyatsiya vaqti

Quyidagi 1-rasmda chap tarafda vaqt bo'yicha dinamika (x(t) va y(t)), o'ng tarafda esa turli
boshlang'ich shartlar uchun faza portreti ko'rsatilgan. Barcha faza yo'llari (0,0) statsionar
nuqtaga yaqinlashmoqda — bu model barqarorligini vizual tasdiglaydi.

Til o'rganuvchilar modell — Model to'g'ri Ishlashinl tasdiglash

Vagr bo'yicha ainamiks
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Quyidagi jadvalda boshlang'ich shart (xe=100, yo=300) dan boshlanuvchi yechimning
tanlangan vaqt nuqtalaridagi qiymatlari keltirilgan.
3-Jadval . Sonli yechim- x(t) va y(t) qiymatlari

Vaqt t (oy) x(t) — y(t) —
O'rganuvchilar Qiziquvchilar
0 100.0 300.0
5 107.4 142.3
10 62.1 77.5
20 20.7 25.8
30 6.9 8.6
40 23 2.9
50 0.8 1.0
60 0.3 0.3

4-Jadval. a va 6 nisbatiga ko'ra holati

Determinant Eigenvalue'lar Tizim xulq-atvori

d>a det>0 M, A2<0 Barqaror tugun —
o'rganuvchilar soni
kamayadi

d=a det=0 M=0,2<0 Chegara holat —
tizim sekin
muvozanatga
keladi

d<a det<0 M>0,22<0 Egar nuqta—
barqarorozsiz

Yugqorida bajarilgan matematik tahlil va sonli simulyatsiya asosida modelning to'g'ri ishlashi
quyidagicha tasdiglandi.

1) Statsionar nuqta to'g'ri aniqlandi. ay — Bx = 0 va Px — 0y = 0 shartlari qo'yilgan
parametrlar uchun (0,0) da bajariladi.

2) Xarakteristik tenglama yechildi. A> + 0.7h + 0.06 = 0 tenglamadan A1 = —0.10 va Az =
—0.60 olingan bo'lib, ikkalasi ham manfiy.
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3) Lyapunov barqarorlik mezonlari bajarildi. tr(A) = —0.7 < 0 va det(A) = 0.06 > 0, bu esa
(0,0) barqaror tugun ekanligini tasdiglaydi.

4) Sonli simulyatsiya natijasi analitik natija bilan to'liq mos tushdi. turli boshlang'ich
shartlardan boshlanuvchi barcha yechimlar statsionar nuqtaga yaqinlashdi.

5) Fizik ma'no saglanadi. x(t) > 0 va y(t) > 0 barcha t > 0 uchun, ya'ni shaxslar soni hech
qachon manfiy bo'lmaydi.

Ushbu tadqiqot differensial tenglamalar tizimi yordamida murakkab ijtimoiy jarayonlarni,
xususan, til o‘rganuvchilar dinamikasini modellashtirish imkoniyatlarini nazariy jihatdan ko‘rib
chiqdi. Olingan tahliliy natijalar shuni ko‘rsatadiki, tanlangan parametrlar va chiziqli
yaqinlashish sharoitida model jarayonning umumiy tendensiyalarini aks ettirishi mumkin.
Lyapunovning barqarorlik mezonlari va Python muhitida o‘tkazilgan sonli simulyatsiyalar
ushbu modelning ko‘rilayotgan chekli shartlar doirasida matematik adekvatligini ko‘rsatadi.
Shuni ta’kidlash joizki, taklif etilgan model real jarayonning barcha tashqi va ichki tasodifiy
omillarini to‘liq qamrab olmasligi mumkin, biroq u ma’lum bir barqarorlik sharoitida bozor
dinamikasini taxminiy bashorat qilish va strategik qarorlar qabul qilishda qo‘shimcha tahliliy
vosita sifatida xizmat qilishi ehtimoli mavjud. Kelajakdagi izlanishlarda modelga chiziqli
bo‘lmagan o‘zgaruvchilar va stokastik omillarni kiritish uning aniqlik darajasini yanada
oshirishga imkon berishi kutilmoqda.
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